Obsah

Predmluva

Aproximace funkci

1.

Numerické tlohy v analyze a aproximace funkci . 1 ¢

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.
1.6.
1.7.
1.8.
1.9.
1.10.
1.11.

Aproximace Taylorovym polynomem

Modelovani uloh matematické analyzy na pocitaci

Priklad. '

Tridy aproximujicich funkci
Vybér aproximujici funkce
MérFeni chyby aproximace: spojity pfFipad

2.1, TaylorQv polynom ..o
2.2. PETKIAA..... ..o
2.3. Chyba aproXIMAaCEe.........cccccveiiiiiic i
2.4, N BTA...ici i s
2.5. Odhad chyby aproxXimace..........c.cccccooiiiiieniieiinene e
2.6, PFIKIA. ... f
2.7.  Rad chyby aproxXimace.........ccccooernniniini e
2.8. Chyba aproximace a celkova chyba.........cccccooeviiinnnne
2.9, UIONY oot
Aproximace interpola¢nim polynomem..........cccooevveveveneicieenn.
3.1.  Obecné o interpoladni aproXimaci.........ccocecereerevrerennnenn
3.2. POZNAMKY ..o e
3.3. Lagrangelv interpolacni polynom...........cccceeeeevevevevenenne,
3.4. PTIKIA. ...
3.5. Linearni a kvadraticka interpolace............ccccccoeevveieinenen,
3.6. Priklad.........ccc.......... s
3.7.  VIiv nepfesnosti ve vstupnich datech............cccccecevvnnnns
3.8. Priklad..........ccccovvviviiennen, LTSRS Pt
3.9. Chyba aproximace interpolacnim polynomem ...............
310. W BTA i et e
K T8 R = 17 - T OSSPSR
3.12. Odhad chyby aproXimace...........cccooceviiiiieiiee e
313, PFIKIA. .
314, EXrapolace ...t e
3.15. Priklad. Linearni extrapolace ........cccccvveviieieiieincnenn.
3.16.  NeVilldv algoritmus.........c.ccoeeeiveeeicecece e,
317, PHKIA. o
3.18. Pouziti Nevillova algoritmu .........cccooeviiiiiiiiee,
319, PHIKIAAY ...
3.20. Newtonlv interpolaéni polynom..........cccccevvvvne. ...

3.21. POmMErné diference ......cccoiviiieiieiie s
3.22. Priklad



w
Of£Dni H XA
ggl{ %nfkfé%ﬁ‘ty Newtonova interpolacnihopolynomu . o 30

3.25. Algoritmy....
3.26. PHKIA... s 33 3033330 30 0 5 e, ~
3.27. Ekvidistantni uzly interpolace............ccccco...... 04
3.28.  PFIKIA.......c.ccoiee et e N
] L} /\ - )4 e ~ 7 - - = y
330 PHRQIgEN! pdynom s doprednymi diferencemi' .7 B
3.31. Interpolanipolynom se zpétnymi diferencemi ! ! 37
3.32. Konvergence interpolacniho procesu................... 920
3.33.  UIORNY e e aq
Interpolace racionalni funkci a spline-funkci . .. 41
4.1 Interpolace racionalni FUNKCI..........cc.ccociiiiiiiiicc n
4.2. PEIKIA. ... e
~Nimace/unkcemij, které jsoii po Castech polynomy' ; ' 4
}J Pnklad. po castecﬂ’],megrnei nterpolace ....... py ........ y 433
4.5, Interpolace kubickymi spline-funkcemi .J
4.6. Konstrukce interpolacni spline-funkce
4.7. Priklad........ccocooniiiiiiiicens ~
4.8.  Vlastnosti kubickych spline-funkci...........ccccooviviiviiiiieinnnnn, m
4.9. UIONY . e
Ortogonalni systemy funkci D Y
5.1 Linearné nezavislé systémy funkci ..o .
5.3, Ortogonalni systemy fUNKCi . D .iiiiiigeprimregeeeeereeenes
54, PHKIAAY ...l YYY YV y
5.5. Ortogonalni polynomy . . . ...
5.6. Priklady - . ... 58
5-7| ulohyllllllllllllllllyyy;y ---------------------------- /\
Metoda nejmensich GtVercl..........ioccvviieieiees e, A
6.1 Nejlepsi /M-aproxXimace......ccccocvcevcvvvcecs e,
6.2, Normalni rovnice . ... ~
6.3. PFIKIQAY ..o 3 3 5 5 5 5 3 5 e s sreseereseeens GZ
6.4.  Existence nejlepsi 1/2-aproximace .. .. (
6.5. VEMA i e
6.6,  PFIKIAAY ... e 54
I I pifkeiadn°rmalniCh roVILiC a VOlba zakladnfch funkci' 66
6.9,  Algoritmus metody nejmensich EtvercQ.........cccccoveevevennnn Y
6.10. UTONY . i et b9
A?roximace trigonometrickymi polynomy ¥ . . . .Y ... A
7.1 FOUrieroVy fady.....ciiiiiiies e
Foilrifrova analyza - spojity pfipad Y ¥ y ' ' "1 72
yib lyy vyP°cet Founerovych koeficientd . . 73
3 f"y°urierova analyza - diskrétni pripad . . ... 74
7.5. Praktické dusledky vety 7.4.....ccccccceeeees e Y
7.6. PEIKIQ.......c i e "0
7.7. Rychla Fourierova analyza............. YY.YYYY .. 77
7.8.  Algoritmus rychlé Fourierovy analyzy................ v N



7.9. Fourierova syntéza............ccc.coo..... 79

J;»'=, Ulohy L. : 80
8. CebySevova aproXimMaCe.........cccovveiiiiieiieiieieese e see e gl
8.1. Nejlepsi stejnomérna aproximace................ 81
8.2. AV =) = O eieiiebeiiieiie 81
8.3. 12 = T 1SS 32
8.4.  Algoritmusmetodyminimalizace maximalni chyby .... 82
8.5. Priklad...........ccociniinnnnnn 30
».e.V l:lthy ................................................... 83
9 ZvySovani presnosti vypoCtu extrapolaci.........c.ccoceceiiiienen oo 34
9.1 Zvysovani presnosti pribliznych vypoCtd............c.c.cucueee.. 84
9.2. Prly lad..... p ............... p ........... y yp ................................ 35
9.3. Richardsonova extrapolace...........ccccccocveiviieviv s 35
9.4. Algorltmus opakované Richardsonovyextrapolace . . . * . 86
9.5. PITKIA. ... ..o 37
9.6. Varianty extrapolacniho algoritmu................... 37
9-7.  UIONY e Lo . 88
Il. Numericky vypocet integralu a derivace 89
10. Obecné o metodach pro vypocet integralu a derivace . . 89
101, VOO s s Y 89
10.2.  Princip metod propfribliznyvypocet integralu a derivace . 89
103 PRI w0 PrOPTIDIZNyVYROCeL Integral & dervace .. 9
10.4. Kvadraturni vzorce...........ccocon.... on
10.5.  PFiklad.......cccoooiiiiiiiies e W '+ 90
10.6. Interpolacni kvadraturni VZOrcCe...........cccocevneiinnenenennnnnn. 92
10.7.  Slozené kvadraturni vzorce 93
10.8. Uloha.......iiiiiiiiiiiiiiivvvivivivieie 3 3 3 3 3 5 3 5 5 94
11. Newtonovy-Cotesovy kvadraturni VZOICe..........ccccovveveiveiieeiieinennnn, 94
11.1. Odvozeni Newtonovych-Cotesovychvzorcli .. .. 94
11.20 PFHIKIQ. .. Do 96
11.3.  Algoritmus sloZzeného Simpsonova pravidla................ 96
O S w1 F= Vo R Coo 97
11.5. Chyba obdelnikového, lichobéZznikového a Simpsonova pra- 03
VIAIA o
116, PFIKIA. ..o 99
11.7. Obecné Newtonovy-CoteSOVY VZOFCEe.........coeverenerenenieienenens 100
11.8. Jak dosahnout poZadované presnosti . . . . 101
11.9. Priklad....ccooviiiieiiinne. 102
11.10. GlONY ... LD HOT
12, Euler@v-Maclaurinliv vzorec. Rombergova metoda.............c...cocu...... 103
12.1.  EulerQv-MaclaurinfiV VZOIeC .........ccccoevvviviriririiiiiieeieeeeeeee e 103
12.2.  Kvadraturni vzorce s hodnotami derivaci..........cccccccvevvevinnenn 104
12.3. Vypocet integralu z periodické funkce pres periodu . . . .104
124, PTIKIGA..... .ot eeeeas
12.5.  NekoneCny interval iNtegrace.........cccccocvvvverveieiieeseee e 105
12.6.  PTIKIA. ... i beneea
12.7.  Rombergova integraCni metoda.........c..ccccocevevrvininnennnneen, 106
12.8.  Priklad........cccooovviiiiiiiiiiins tO7
12.9. Vlastnosti Rombergovy metody.........c.ccoocoviviiiniiiicicicee 107



13.

14.

15.

16.

17.

12.10. PFTKIAA. ... i HO8

12.11. Ulohy.......cccuuennu..e. 108
Gaussovy KvadratUrni VZOFCE........cccccevieiese e se e 109
13.1.  Vzorce s neekvidistantnimi UZIY.......ccccooeiiiiiiiiiiiicieee, 109
132, Veéta.....vcevennn, HO
13.3.  Vlastnosti Gaussovych kvadraturnich vzorcd............ccceu..... 110
13.4. Gaussovy kvadraturni vzorce pro interval (-1,1). Chyba
APFOXIMACE.........i it LU
135, PFiklady....cccoiiiiiiiiciie e 112
13.6.  PouZiti GaussoOVYCh VZOICU.........c.ccoceeeeveieiereeeeeeeeeeeeee e 113
13.7. PFiKIady.........ocoooviieiiic i, R
13.8. Prlbllzny vypocet integralll s vahovou FUNKC. ooovveoeveecsernen 115
13.9. UIONY ..o, HO
Nékolik poznamek k numerické kvadrature............cccccocevvnvivnnnnnne. 117
14.1. Adaptivni programy pro vypocet integrald.............c............. 117
14.2.  Pouziti adaptivnich programu..........ccccccceveveenieesieesreneennnn, 117
14.3. Stabilita kvadraturnich algoritmd......................... 118
NUMEFiCKE deriVOVANI.....ccoiiiiiiiiieee e et 119
15.1. Derivovani interpolacniho polynomu ........cccccceoeene, 119
15.2. PFIKIA. ... 120
15.3.  Chyba aproXimMacCe........ccccocoiiieiiiieieee e 120
15.4.  NEkteré Cast0 UZIVANE VZOICE........ccccevermiierierienesiesesieseseeeenas 121
15.5. Priklad ........ccccouennnnen, e e e e e e e rans 122
15.6. Podminénost numerického vypocCtu derivace...........ccccceuenee. 122
157, PEIKIA.......c i 123
15.8.  Aproximace derivaci diferencemi........ccccccccvvveiiveveiieiicie e, 124
15.9.  UIONY oot 124
IIL Re3eni pocatecnich Gloh pro oby&ejné diferencialni rovnice 126
Pocéatecni ulohy pro obycejné diferencialni rovnice............c.c......... 126
16.1. Soustavy rovnic prvniho FadU...........ccccccoovviiiiiiviiiecece e, 126
16.2. PocateCni Uloha...........ccccccovevvevviece, 127
16.3.  PHIKIAAY . . s 128
16.4.  Rovnice VYSSICh FAU..........ccccvevieiceeeeeecee e, 128
16.5. Podminénost pocatecnich Qloh.........ccccoveiiiiiiiiicccce, 129
16.6.  PFIKIAd.......c.ciiiic e, 130
16.7.  UIORNY ..o 130
Numerické metody pro FeSeni pocateCnich Uloh...............cccvevenee, 131
171, UVOd...ecieeieeens 131
17.2.  Princip metod pro feSeni pocatecnich dloh.............c.ccoe..... 131
17.3.  Eulerova mMetoda..........ccoviiiiiiiiiiiiiseeee e 132
17.4.  Algoritmus Eulerovy metody.........ccccoeieiininininininineeeeee,s 133
175, PFIKIA. ... 134
17.6.  Chyby @aproXiMmace.........cccoiiiiiiiieiieieieeee e 134
17,7, PFIKIA........oi e 134
17.8.  Konvergence MeEtOdY .......cccccoviiiieiieiieieceese e 135
17.9. READ MELOAY ..ot s 136
17.10. PTTKIAAY ..o 137
17.11. Vliv zaokrouhlovacich chyb ..., 138
17.12. Odhad chyby metodou polovi¢niho kroku...........cccceeveivennen. 139



17.13. PFIKIA. ... e e 140
17.14. Pouziti Richardsonovyextrapolace ..........ccooviieviiiieiieennns 140

17.15. PRIKIA. ... e e 141
17.16. Aktivni a pasivni extrapolace..........ccccocviviiinieienienie e 141
17.17. ULORNY oot v 142

18.  JednOKrokOVE Metody ..ot verier e e 143

18.1. Obecna jednokrokovd metoda..........cccoceeviiiiniiiiciniiene 143

18.2.  Metody Taylorova tYPU........ccceveiiiiiiiicieccc e 144

18.3.  PFIKIAA ..ooooveiieeecee e 145

18.4. Metody Rungova-Kuttova tYPU......cccccevviieiieneiin e 146

18.5.  PHIKIAAY oot 148

18.6. Odhad chyby aproXimace...........c.ccocurieiiriieinieienene s 149
18.7. UIONY ..ottt v 1149
19.  VicekroKOVE MELOY  ...ccoovoiiiiieiieiee e 151

19.1. Obecna linearni ~-krokova metoda...........ccocecvivivieenienenn, 151

19.2.  PFIKIA. ... o 153
19.3. Diskretizacni chyby linearni fc-krokové metody....................... 154
194, PFIKIA.........cooiiiieee s 155

19.5. Metody zalozené na numerické kvadrature. Adamsovy-Bash-

fOrthovy mMetody ... 156
19.6.  PFIKIA.. ... e 159
19.7.  Adamsovy-Moultonovy metody.........cccovvvieiiiiveiiccncie s 159
19.8.  PFIKIA w.oooviiieiei s L
19.9.  Algoritmus prediktor-Korektor...........cccocoveiiiniiincsneee 162
19.10. Priklad algoritmu prediktor-korektor...........cccccccoevviiiinennnnne. 164
19.11. PFIKIA.......cccoiiiii e, 164
19.12. Odhad chyby aproxXimace...........cccouviiiiiiiiiiieie s 135
19.13. Obdélnikove pravidlo..........ccccccoviiiiiiiiiiiicccce e 156
19.14. P¥iklad................... 155
19.15. Modifikované obdélnikove pravidlo.Metoda GBS .................. 157
19.16. PFIKIAd. ... s 158

19.17. UIONY..oiiieeeeceeeeeeeeee e, N 159
20. Stabilita avybér metody pro feSeni pocatecnlch aloh - .. ... 170
20.1. PrFiciny nestability pfi numerickémrieSeni pocatecnich uloh 170
20.2. Oblast absolutni stability..........cccocoviiiiiiiiiicee, 171
20.3.  Ulohy s velkym tlumeEenim..........ccccoovivvieeeeeeeeeeeseeeen e, 172

20.4.  Vybér metody........ccoeviriniiniiiineee e ——— 174
IV. Prehled algoritm0 477
Literatura 483
Rejstrik 485



13.

14.

15.

16.

17.

12.10. PFIKIA. ... s 108
1211 UIONY o e 108
Gaussovy Kvadraturni VZOICe.........cccuveiieieiiiiieiieiiesie e 109
13.1.  Vzorce s neekvidistantnimi UzlY ..........cccooeviiiiiiiiiiicieece, 109
132, WEBTA...cc it Qeeeseeeeeeeseeesreeneeneeeas HO
13.3.  Vlastnosti Gaussovych kvadraturnich vzorcd...........cc............ 110
13.4.  Gaussovy kvadraturni vzorce pro interval (-1,1). Chyba
‘ F=T 0] 0) 4] 1 4 F= Vo = TSR LLI
135, PHIKIAAY ... e 112
13.6. Pouziti Gaussovych VZorcu........ccccccevvevereuenne. 113
137, PFIKIQAY ..o 114
13.8.  Priblizny vypocet integrald s vahovou funkci............cccueuee.e. 115
13.9. UIORNY ot 116
Nékolik poznamek k numerické kvadrature.............cccccceevevvinennne v 117
14.1.  Adaptivni programy pro vypocet integrélu..............cc.ccoenne.. 117
14.2.  Pouziti adaptivnich programu.........cccceceevvvivenviinsieesn e 117
14.3.  Stabilita kvadraturnich algoritmu...........ccccceees eivvevecnnee. 118
NUMEFICKE derTVOVANI.......oiiiiiiieiie e H9
15.1. Derivovani interpolacniho polynomu ........cccoeiiiiiininennns 119
15.2.  PFiklad........ccoooooviviivreiieee, 120
15.3.  Chyba aproXimace...........ccocoiiiiiiiiieiiiese e 120
15.4.  NEKkteré Casto UZIVANE VZOICE.........cccvvviiiiniieriene e 121
155, Priklad . oo, D> et s 122
15.6. Podminénost numerického vypocCtu derivace............c.cccoeu..... 122
15,7, PTIKIA.....ccoiiie e 123
15.8. Aproximace derivaci diferencemi. . .......cccceieiieiiiiiniiisie e 124
15,9, UITORNY e 124
Reseni pocateénich uloh pro obyc&ejné diferencialni rovnice 126
Pocatecni Ulohy pro obycejné diferencialni rovnice......................... 126
16.1. Soustavy rovnic prvniho FAdU..........ccccceoiiiiciiiiciicc e 126
16.2.  POCAteCNi UlON@A........cccooiiiiiie e 127
16.3. PHKIAAY . . e 128
16.4.  Rovnice vysSich FAAU ......ccccoeveveeecicriiccenn, 128
16.5. Podminénost pocatecnich Uloh..........c.cccoooviiiiiiii i 129
16.6.  PFIKIA.. ... e 130
16.7. UIONY....coooioieeeeeeeeene. 130
Numerické metody pro feSeni pocatecnich Gloh...............cccoevenenn. 131
(A5 S U 1Y 7o Yo IR O 131
17.2.  Princip metod pro feSeni pocateCnich aloh............................ 131
17.3.  Eulerova mMetoda.........cccvoveiiiieiieeie e 132
17.4.  Algoritmus Eulerovy METOAY ... 133
175, PFKIA. ... e e 134
17.6.  Chyby aprOXIMACE........ccccoeiieiiiiieieie st 134
17.7.  PFIKIA. ... 134
17.8.  Konvergence Metody . ...ccccccvcieiieie i 135
17.9.  RAd MELOAY......cci i 136
17.10. PFIKIQAY ... 137
17.11. Vliv zaokrouhlovacich chyb ..., 138
17.12. Odhad chyby metodou polovi¢niho KroKu...........c.ccccceevivinnens 139



17.13. PFiKIad......ccocooeviiiiiiee, 140

17.14. PouZiti Richardsonovy extrapolace ..........ccoeiviiiiiniennene 140
17.15. PFiklad........c.cccevvevvinennen, 141
17.16. Aktivni a pasivni extrapolace...........c.cccoccevvevieiiieiiiene e 141
(A8 A 0 1 oY o 2T 142
18.  JednOKroKOVE MeEtOdY ........ccccciiiiiiiieccce e 143
18.1. Obecné jednokrokova metoda............cccovvvviieiieie i 143
18.2.  Metody Taylorova tYPU.......cceeiieiiiiiiic s 144
18.3.  PHIKIA. ... 145
18.4. Metody Rungova-Kuttova tYPU.......cccocviiinicienceec e 146
(R T = 14 T 1 OO 148
18.6. Odhad chyby aproximace..........c.ccccceovieiiincninicnnnne 149
18.7. UIONY ..ottt 149
19.  VicekrokoVe mMetody ..o 151
19.1. Obecnd linearni A;-krokova metoda..........ccccooceveiiiiinnieeennn, 151
19.2. PFIKIAd......cooiieieceee e 153
19.3. Diskretizacni chyby linearni ~-krokové metody............c.c........ 154
194, PEIKIA. ... et 155

19.5. Metody zaloZené na numerické kvadratufe. Adamsovy- Bash-
forthovy metody ... 156
19.6.  PFIKIA. ... 159
19.7. Adamsovy-Moultonovy mMetody .........ccceoeiiniinieniiniiniiniieienen 159
19.8.  PFIKIAd.......coiiiiiee s 161
19.9. Algoritmus prediktor-KoreKtor..........c.cccovviveiiieiesiiesecesiennnn 162
19.10. Priklad algoritmu prediktor-korektor.............cccccevvvveiniinnnen, 164
19.11, PHIKIA. ..o s 164
19.12. Odhad chyby aproxXimace..........ccccevvevieiiiieene e 165
19.13. Obdélnikové pravidlo............cccoceviiieiiiicieeccc e, 166
19.14, PFIKIA. ... e 166
19.15. Modifikované obdélnikové pravidlo. Metoda GBS ... .. 167
19.16. PTIKIAd........cooiiiicic e, 168
19.17. UIONY..oooieeeeveeeeeeeeeeeeeeron, 169
20. Stabilita a vybér metody pro feSeni pocCateCnich aloh...................... 170
20.1. PFiCiny nestability pfi numerickém feSeni pocatecnich uloh 170
20.2. Oblast absolutni stability...........cccccoeiiiiiiiiiiiicceceee e, 171
20.3.  Ulohy s velkym tlumenimi........cccocovviveieeeeeeeeeeeeeee s 172
20.4.  VYDEr MELOAY .......coviiiiie et 174
IV. Prehled algoritm0 177
Literatura 183
Rejstrik 185



